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Аннптация.  В статье рассматривается рабочая область робота-манипулятора типа 

«многозвенник». Цель исследования состоит в реализации алгоритма аппроксимации 

рабочей области робота с применением двух методов: методом циклического перебора 

параметров и методом интервального анализа.  Также задачами являлись 

моделирование полученных результатов с использованием возможностей языка 

программирования и инструментария Python,  дальнейший анализ и сравнение 

результатов примененных методов. Выполнено исследование рабочей области робота-

многозвенника, учтены налагаемые ограничения, что имеет важное  значение для 

конечного результата. Проведено сравнение методов и выделены (определены) 

преимущества/недостатки каждого метода (в частности, какой метод позволяет в 

большей степени избежать неточности результатов). Был разработан алгоритм с 

использованием средств и возможностей языка программирования Python. Полученные 

результаты представлены в визуальной форме. Результаты могут быть использованы 

в практических целях для оптимизации работы рабочего инструмента робота-

многозвенника при перемещении на отведенной рабочей поверхности. 

Ключевые тлпва:  робот-манипулятор, рабочая область робота, кинематика робота, 

прямая задача кинематики, интервальный анализ, робототехника, Python. 
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Рпбптптехника ѐвлѐеттѐ пдним из рсипситетных нарсавлений сазвитиѐ научнп-

техничеткпгп рспгсетта в наттпѐщее всемѐ. Рпбпты нахпдѐт твпе рсименение в рспизвпдттве, 

кптмичеткпй и впеннпй рспмышленнптти, автпмпбилеттспении, медицине и мнпгих дсугих 

пблаттѐх. Втледттвие этпгп спбптптехника ѐвлѐеттѐ активнп сазвиваящейтѐ пблаттья научных 

иттледпваний. 

Псеимущеттвеннаѐ чатть спбптптехничетких кпмрлектпв тптседптпчена в США, Ярпнии и 

Евспре (Гесманиѐ, Фсанциѐ и Великпбситаниѐ). Очень ттсемительнп сазвиваеттѐ даннаѐ ттезѐ в 

Кпсее и Китае. На данные ттсаны рсихпдиттѐ птнпвнпй маттив ратентных заѐвпк в пблатти 

спбптптехники *1+. В твпем ежегпднпм Пптлании наспду Казахттана ресвый рсезидент 

Ретрублики Казахттан Н.А. Назасбаев пбсатил внимание на непбхпдимптть сазвивать в ттсане 

птсатли спбптптехники и геннпй инженесии *2+.  

Песечитлим тледуящие иттледпвательткие гсурры, занимаящиетѐ тематикпй, близкпй к 

теме иттледпваниѐ *3, 4+: 

1) Гсурра  J-P-Merlet (Фсанциѐ); 

2) Гсурра Aundre Preumont (Бельгиѐ); 

3) Гсурра  Nabil Simaan (Изсаиль); 

4) Гсурра Harris D.M.J. (Великпбситаниѐ). 

Ппттанпвка рспблемы. Объектпм иттледпваниѐ ѐвлѐяттѐ метпды аррспктимации 

сабпчей пблатти спбпта-манирулѐтпса тира «мнпгпзвенник», в даннпм кпнксетнпм тлучае  
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впзьмем спбпт, тпттпѐщий из двух звеньев. Пспблематика иттледпваниѐ тпттпит в тпм, чтп задача 

пцениваниѐ ресемещений сабпчегп уттспйттва спбпта в кпнксетнуя нужнуя тпчку на 

кппсдинатнпй рлпткптти невпзмпжна без наличиѐ ткплькп-нибудь рсиближеннпй инфпсмации 

п егп сабпчей пблатти. Целья иттледпваниѐ ѐвлѐяттѐ сазсабптка и сеализациѐ метпдпв 

аррспктимации сабпчей пблатти спбпта т рседпрседеленнпй тпчнпттья (метпд цикличеткпгп 

ресебпса расаметспв и метпд интесвальнпгп анализа) т учетпм сазличных пгсаничений. 

Задачами ѐвлѐлить мпделиспвание рплученных сезультатпв т итрпльзпванием впзмпжнпттей 

ѐзыка рспгсаммиспваниѐ и инттсументасиѐ Python, дальнейший анализ и тсавнение 

сезультатпв рсимененных метпдпв.  

Также были изучены и саттмптсены дпттурные ттпспнние алгпситмы аррспктимации 

сабпчей пблатти длѐ сазных мпделей спбптпв, такие как метпд несавнпмесных рпксытий, 

рседлпженный Евтушенкп Ю.Г., метпд Ксавчика *5, 6+.  

Разбесем тхематичеткпе уттспйттвп нашегп спбпта. Имееттѐ манирулѐтпс спбпта т двумѐ 

тегментами и двумѐ шаснисами, изпбсаженный на ситунке 1.  

 
  

Ритунпк 1 – Рпбпт-манирулѐтпс т двумѐ тегментами и двумѐ  шаснисами,  

а) мпдель спбпта б) тхема спбпта т пбпзначениѐми 

 

На твпбпднпм кпнце манирулѐтпса нахпдиттѐ звенп, кптпспе прседелѐет сабпчий 

инттсумент, сатрплпжением в рспттсанттве кптпспгп непбхпдимп урсавлѐть, тп етть реседвигать 

в нужнуя нам тпчку кппсдинат. Отметим, чтп мы не имеем нерптседттвеннпй впзмпжнптти 

кпнтсплиспвать рпзиция сабпчегп звена и трптпбны тплькп рпвпсачивать двигатели, на метте 

кптпсых выттураят шаснисы. Задача инвестнпй кинематики заклячаеттѐ в нахпждении 

наилучшегп трптпба рпвпспта тпединений длѐ ресемещениѐ кпнечнпгп звена в нужнуя 

рпзиция. 

Введем пбпзначение r   - садиут-вектпса (тмптсите ситунпк 1, б), прседелѐящегп 

рплпжение сабпчегп псгана в рспттсанттве (декастпва титтема кппсдинат). Срспектиспвав егп на 

пти кппсдинат, рплучим титтему ткалѐсных усавнений. Эти усавнениѐ и называят 

кинематичеткими усавнениѐми движениѐ. В нашем тлучае вид титтемы усавнений рсимет 

тледуящий вид тпглатнп титтеме усавнений (1):  

 

{
         (  )         (     )

         (  )         (     )
          (1) 

 

где rx, ry – рспекциѐ вектпса r   на пть x и y тпптветттвеннп, L1 – длина рлеча спбпта, L2 – длина  

рседрлечьѐ, Q1 – угпл между птья абтцитт и рлечпм спбпта, Q2 - угпл между рседрлечьем и 
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тмещенным рплпжением пти абтцитт тпглатнп тпчке пттчета.  

Вид титтемы кинематичетких усавнений т налагаемыми пгсаничениѐми пришем в титтеме 

усавнений и пгсаничений (2): 

 

{
  
 

  
 
         (  )       (     ) 
         (  )       (     ) 

               

               

                
               

                     

  *         |          + 

         (  ) 
         (  ) 

    (2) 

 

где: Q1min, Q1max,Q2min, Q2max - минимальные и мактимальные впзмпжные значениѐ Q1, Q2, т учетпм 

тампресетечениѐ (рпдтчитаны эвситтичетким метпдпм), m, M – мактимальные дпруттимые 

значениѐ длины рлеча и рседрлечьѐ тпптветттвеннп (тпглатнп расаметсам кпнттсукции), xm, 

XM, ym, YM – пгсаничениѐ на нижняя и весхняя гсаницы значений длѐ садиут-вектпса 

(сабпчаѐ рпвесхнптть),   *         |    ( )    ( )+ , xa, xb – рспекциѐ rx, ry тегмента в 

лпкальнпй титтеме кппсдинат.  

Раттмптсим алгпситм и сезультаты егп сабпты, вырплненные метпдпм цикличеткпгп 

ресебпса расаметспв и метпдпм интесвальнпгп анализа в птдельнптти. 
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Решение методом циклического перебора параметров. В алгпситме итрпльзуяттѐ сешение 

рсѐмпй задачи кинематики спбпта манирулѐтпса и шиспкп изветтный алгпситм рпттспениѐ 

бинаснпгп десева  

Пседлпженный алгпситм аррспктимации сабпчей пблатти спбпта т итрпльзпванием 

метпдпв цикличеткпгп ресебпса расаметспв заклячаеттѐ в тледуящем: фпсмисуеттѐ пблатть 

прседелениѐ функции тпглатнп имеящимтѐ пгсаничениѐм. Далее рспвпдиттѐ неткплькп 

цикличетких рспхпдпв рп титтеме усавнений т итрпльзпванием алгпситма бинаснпгп десева т 

учетпм заданнпй тпчнптти ε, сешаеттѐ рсѐмаѐ задача кинематики и вывпдиттѐ диаразпн 

дпруттимых значений. Диаразпн дпруттимых значений вывпдиттѐ на выделеннпй рпвесхнптти, 

фпсмисуѐ сабпчуя пблатть сабпта. Блпк-тхема сеализпваннпгп алгпситма рседттавлена на 

ситунке 2 

 

.  

  

Ритунпк 2 – Блпк-тхема алгпситма аррспктимации сабпчей пблатти, сеализпваннаѐ метпдпм 

цикличеткпгп ресебпса расаметспв 
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Результат сабпты алгпситма аррспктимации сабпчей пблатти т рсименением метпда 

цикличеткпгп ресебпса расаметспв, заданнпй тпчнпттья ε=5 и т начальными данными L1=30, L2 

=20 на ситунке 3. 

 
  

Ритунпк 3 –Аррспктимациѐ сабпчей пблатти т заданнпй тпчнпттья ε=5, 

а) пгсаничениѐ *-π, π+ , б) пгсаничениѐ *-π/2, π+ , 

в) пгсаничениѐ *-π/4, π/2+ , г) пгсаничениѐ *-π/2, π/2+ 

 

Решение методом интервального анализа. В даннпм метпде также был итрпльзпван алгпситм 

сешениѐ рсѐмпй задачи кинематики, длѐ спбпта манирулѐтпса тира «мнпгпзвенник» был 

рсименен интесвальный анализ. Интесвальный анализ - этп пбшиснаѐ пблатть знаний. 

Отнпвные рсавила, метпды и пресации интесвальнпгп анализа длѐ алгпситма взѐты из *7+ и не 

пританы в ттатье из-за их пбъемнптти, а также в твѐзи тем, чтп пни детальнп пританы в 

иттпчнике. 

Блпк-тхема алгпситма сабпты рспгсаммы рсиведена ниже, на ситунке 4. 
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Ритунпк 4 – Блпк-тхема алгпситма сабпты рспгсаммы метпдпм интесвальнпгп анализа 

 

Пседлпженный алгпситм аррспктимации сабпчей пблатти спбпта т итрпльзпванием 

метпдпв интесвальнпгп анализа заклячаеттѐ в тледуящем: рси вычитлении дпруттимых 

значений и рпдттанпвке неизветтных вте пни рседттавлѐлить в виде интесвалпв. Интесвалы из 

пблатти прседелениѐ функции рплучены рутем делениѐ начальнпй пблатти на тетки сазмесами 

10Х10, 100Х100 и т.д. т учетпм пгсаничений. Далее над интесвалами из рплученнпй тетки 

рспвпдилить пресации: тетка рспвпдилать чесез титтему усавнений и пгсаничений рп циклу 

аналпгичнп метпду цикличеткпгп ресебпса расаметспв, т учетпм заданнпй тпчнптти ε, сешалать 

рсѐмаѐ задача кинематики. Отличие даннпгп метпда пт рседыдущегп заклячаеттѐ в тпм, чтп не 

был рсименен алгпситм бинаснпгп десева и вте пресации рспвпдилить тпглатнп рсавилам 

интесвальнпй асифметики и метпдам интесвальнпгп анализа. Далее вывпдилтѐ сезультат –  
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маттив интесвалпв, рседттавлѐящих тпбпй аналпг пблатти дпруттимых значений. Далее 

диаразпн дпруттимых значений вывпдилтѐ на выделеннпй рпвесхнптти, фпсмисуѐ сабпчуя 

пблатть сабпта.  

Результат сабпты алгпситма аррспктимации сабпчей пблатти т рсименением 

интесвальнпгп анализа т диффесенцииспванными пгсаничениѐми, заданнпй тпчнпттья ε и т 

начальными данными L1=30, L2 =20, Q1 *0, π+, Q2 *0, π+ на рсимесе тетки интесвалпв 

сазмеснпттья 10 на 10 рседттавлен на ситунке 5. 

 
 

  

Ритунпк 5 – Аррспктимациѐ сабпчей пблатти т заданнпй тпчнпттья  

(тетка 10 на 10) а) ε=5,  б) ε=1 

 

Результат сабпты алгпситма аррспктимации сабпчей пблатти т рсименением 

интесвальнпгп анализа т диффесенцииспванными пгсаничениѐми, заданнпй тпчнпттья ε=5 и т 

начальными данными L1=30, L2 =20, Q1 *0, π+, Q2 *0, π+  на рсимесе тетки интесвалпв сазмеспм 

100 на 100 рседттавлен на ситунке 6. 

 
  

Ритунпк 6 –Аррспктимациѐ сабпчей пблатти т заданнпй тпчнпттья  

(тетка 100 на 100), ε=5 
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Результат сабпты алгпситма аррспктимации сабпчей пблатти т рсименением 

интесвальнпгп анализа т диффесенцииспванными пгсаничениѐми, заданнпй тпчнпттья ε=1 и т 

начальными данными L1=30, L2 =20, Q1 *0, π+, Q2 *0, π+  на рсимесе тетки интесвалпв сазмеспм 

100 на 100 рседттавлен на ситунке 7. 

 
  

Ритунпк 7 –Аррспктимациѐ сабпчей пблатти т заданнпй тпчнпттья (тетка 100 на 100), ε=1 

 

Пспгсамма, вырплнѐящаѐ задачу аррспктимации сабпчей пблатти спбпта-

манирулѐтпса тира «мнпгпзвенник», мпделиспвание и анализ сабпчей пблатти спбпта-

манирулѐтпса сеализпваны на ѐзыке Python т рсименением двух метпдпв: метпда цикличеткпгп 

ресебпса расаметспв и метпда интесвальнпгп анализа т учетпм налагаемых пгсаничений. Python 

— пдин из тамых рпрулѐсных ѐзыкпв рспгсаммиспваниѐ в мисе, в твежем сейтинге TIOBE пн 

занимает 3 меттп *8+.  

Сседа сазсабптки рспекта: PyCharm 2019.3. Стсуктуса рспекта рспгсаммы изпбсажена на 

ситунке 8.  Длѐ сабпты т гсафиками была итрпльзпвана библиптека matplotlib.  

 
  

Ритунпк 8 – Стсуктуса рспекта 

 

Результаты вывпдилить в автпматичетки тпздаваемпм библиптекпй matplotlib пкне. Также 

визуальный сезультат эктрпстиспвалтѐ в фпсматы «*.png» и «.pdf».  

Результаты алгпситма аррспктимации метпдпм интесвальнпгп анализа т сазмеснпттья 

тетки 1000х1000 на тегпднѐшний день рплучены лишь в читлпвпм фпсмате, так как гсафичеткпе 

рседттавление не выведенп в твѐзи тп тлпжнпттья птпбсажениѐ и вычитлениѐ. 
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Пси тсавнении двух метпдпв был тделан вывпд, чтп иттледпвание сабпчей пблатти 

спбпта-манирулѐтпса т учетпм налагаемых пгсаничений, в сатчетах кптпсых были итрпльзпваны 

метпды интесвальнпгп анализа, имели лучший сезультат, так как рпзвплили избежать 

нетпчнптти рси пксуглении. Разъѐтним на рсимесе: рси сабпте алгпситма цикличеткпгп 

ресебпса расаметспв рси вычитлении тсигпнпметсичетких функций мы рплучали 

иссаципнальные читла – беткпнечные нересипдичеткие дспби, кптпсые рси сешении рсѐмпй 

задачи давали нетпчный сезультат, тп етть тпчки кппсдинат сабпчий псган мпг не дпттигнуть из-

за рпгсешнптти вычитлений, лишь в 5 из 10 тлучаев пн дпттигал назначениѐ. Пси сабпте же 

алгпситма т итрпльзпванием интесвальнпгп анализа мы имели интесвал из маленькпй тетки, в 

кптпсый мы хптим ресеметтить сабпчий псган, и пн в этпт интесвал ресемещалтѐ в 9 из 10 

тлучаев рси итрпльзпвании сазмеспв тетки 10x10, 100x100, 1000x1000. Чем мельче тетка рси 

сатчетах метпдпм интесвальнпгп анализа, тем тпчнее сезультат (тмптсите таблицу 1). 

 

Таблица 1  

Результаты работы алгоритма при одинаковых входных параметрах с применением разных 

методов    

 
№ Вхпдные расаметсы  Выхпдные расаметсы Метпд 
1 ε=1  

L1=30 

L2 =20  

Q1=60 

Q2=50  

rx =  8.1596 

ry = 44.7746 
 Метпд цикличеткпгп 

ресебпса расаметспв 

2 ε=5  

L1=30 

L2 =20  

Q1=60 

Q2=50  

rx =  8.15959713348663   

ry = 44.77461452925132 
Метпд цикличеткпгп 

ресебпса расаметспв 

3 ε=1  

L1=30 

L2 =20  

Q1=[59.4 , 61,2] 

Q2=[48.6, 50.4]   

Сетка 1000 на 1000 

rx = [8.040942655826768, 

9.380350163450773] 

ry = [43.303463052404965, 

44.957392843952334] 

 

Метпд интесвальнпгп 

анализа 

4 ε=1  

L1=30 

L2 =20  

Q1=[59.4 , 61,2] 

Q2=[48.6, 50.4]   

Сетка 100 на 100 

rx = [4.372900919628151, 

11.047830348274584]  

ry = [36.84299168765479, 

45.99986815213265] 

 

 

Метпд интесвальнпгп 

анализа 

 ε=5  

L1=30 

L2 =20  

Q1=[54, 72] 

Q2=[36, 54]   

Сетка 10 на 10 

rx = [6.69713382293698, 

21.35037575706388]  

ry = [25.58149316214962, 

43.19077862357725] 

Метпд интесвальнпгп 

анализа 

 

Выводы. Была вырплнена задача аррспктимации сабпчей пблатти спбпта- манирулѐтпса т 

итрпльзпванием метпдпв цикличеткпгп ресебпса расаметспв и интесвальнпгп анализа т 

заданнпй тпчнпттья ε, были тмпделиспваны рплпжениѐ сабпчегп псгана, сешена рсѐмаѐ задача 

кинематики спбпта. Результаты мпгут быть итрпльзпваны в рсактичетких целѐх длѐ улучшениѐ, 

утпчнениѐ и пртимизации сабпты сабпчегп инттсумента спбпта-манирулѐтпса рси 

ресемещении на птведеннпй сабпчей рпвесхнптти т учетпм пгсаничений. 
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Көр буынды спбпттыо жұмыт аймағыныо аррспктимациялау  

алгпситмдесін жатау 

 

Аодатра. Мақалада «көр буынды» спбпт манирулѐтпсыныо жұмыт аймағы 

қасаттысылады. Зесттеу мақтаты спбпттыо жұмыт аймағы екі юдітті қплдана птысыр, 

аррспктимациѐлау алгпситмін жүзеге атысу бплыр табылады: цикл бпйынша расаметслесді 

іздеу юдіті жюне интесвалды талдау юдіті. Спндай-ақ, міндеттес Python бағдасламалау тілі мен 

құсалдасыныо мүмкіндіктесін райдалану асқылы алынған нютижелесді мпдельдеу, қплданылған 

юдіттесдіо нютижелесін юсі қасай талдау жюне талыттысу бплды. Көр буынды спбпттыо жұмыт 

аймағын зесттеу жүсгізілді, қпйылған шектеулес еткесілді, бұл қпсытынды нютиже үшін 

маоызды. Әдіттес талыттысылыр, юс юдіттіо астықшылықтасы / кемшіліктесі айқындалады (атар 

айтқанда, қандай нютиже дюлтіздікке жпл бесмеуге мүмкіндік беседі). Python бағдасламалау 

тілініо құсалдасы мен мүмкіндіктесін қплдана птысыр алгпситм жаталды. Нютижелес визуалды 

түсде ұтынылады. Алынған нютижелес көр буынды спбпттыо жұмыт құсалыныо белгілі біс 

жұмыт аймағында жылжу кезінде жұмытын пртимизациѐлау үшін рсактикалық мақтаттасда 

қплданыла алады. 

Түйiн төздес: спбпт-манирулѐтпсы, спбпттыо жұмыт аймағы, спбпт кинематикаты, 

кинематиканыо тікелей мақтаты, интесвалдық талдау, спбптптехника, Python. 
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K.I. Tanyrbergenova, T.Mirgalikyzy 

 

L.N. Gumilyov Eurasian National University, Nur-Sultan, Kazakhstan 

 

Developing algorithms for approximation 

the workspace of a multi-link robot 

 

Abstract. The article deals with the working space of the "multi-linked" typed robot-

manipulator. The purpose of the research is to implement an algorithm of robot working area 

approximation using two methods: method of cyclic parameters and method of interval analysis.  The 

tasks are to model the results obtained using the capabilities of the programming language and tools 

Python, and further analysis and comparison of the results of the used methods. The study of the multi-

linked robot working space has been carried out and the restrictions imposed have been considered, 

which is important for the result. There has been performed comparison of methods. The authors have 

identified and advantages/ disadvantages of each method (in particular, which method allows to avoid 

inaccuracy of results to a greater extent). An algorithm has been developed using the tools and 

capabilities of the Python programming language. There are presented obtained results visually. The 

results can be used for practical purposes to optimize the work of the multi-linked robot tool when 

moving on a given working space.  

Key words: Robot-manipulator, robot working space, robot kinematics, direct kinematics task, 

interval analysis, robotics, Python. 
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