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МРНТИ 28.15.18

Б.Х. Айтчанов

Университет им. Сулеймана Демиреля, Алматы, Казахстан
(E-mail: bekait@rambler.ru)

Частотно-импульсная система управления с фильтром в модуляторе в виде
динамической системы l–го порядка

Аннотация: Рассматривается стохастическая динамическая частотно-импульсная система
автоматического управления объектами с запаздыванием. В статье обобщена и развита
процедура построения нелинейной системы эквивалентной динамическому частотно-
импульсному модулятору, если фильтр в модуляторе представляет собой динамическую
систему l –го порядка. Нелинейная система эквивалентная динамическому частотно-
импульсному модулятору с фильтром в модуляторе l–го порядка позволяет получить
математические модели стохастических динамических частотно-импульсных систем
автоматического управления объектами с запаздыванием, и служат основой для разработки
методов анализа и синтеза данного класса систем автоматического управления.

Ключевые слова: динамическая частотно-импульсная модуляция, объект с
запаздыванием, блок сброса, блок формирования импульсов, приведенная непрерывная
часть, динамическая система l –го порядка.

Системы управления, управляющий алгоритм которых основан на динамической частотно–
импульсной модуляции (ДЧИМ), находят широкое применение на практике.

Частотно-импульсные управляющие алгоритмы имеют определённые преимущества по
сравнению с другими импульсными управляющими алгоритмами. Так, во многих случаях
ее техническая реализация оказывается более простой по сравнению с другими импульсно-
модулированными управляющими алгоритмами, хорошо согласуются с большинством типов
исполнительных механизмов, имеющих конечное число рабочих состояний, и имеют высокую
степень помехозащищённости.

В то же время системы автоматического управления с динамической частотно-
импульсной модуляцией являются достаточно сложными для исследования из-за существенной
нелинейности преобразований, осуществляемых в них. Так, фильтр модулятора, если
даже он линейный, в режиме функционирования, характеризующемся наличием операции
сброса, теряет линейные свойства. Системы автоматического управления с ДЧИМ, как
большинство систем управления функционируют в условиях воздействия на них интенсивных
случайных возмущений. Кроме того, параметры управляемого объекта могут изменяться в
процессе функционирования системы непредсказуемым образом, т.е. системы автоматического
управления с ДЧИМ относятся к классу стохастических нелинейных систем.

В реальных условиях многие непрерывные технологические объекты характеризуются
наличием временного запаздывания, и их системы управления функционируют в
стохастической среде. Повышение требований к качеству современных систем управления
требует учета внутренних и внешних случайных возмущений и эффекта запаздывания объекта
управления уже на этапе их проектирования и внедрения.

Цель работы заключается в обобщении процедуры построения нелинейной системы
эквивалентной динамическому частотно-импульсному модулятору, если фильтр в
модуляторе представляет собой динамическую систему l –го порядка.

Рассматривается стохастическая динамическая частотно-импульсная система
автоматического управления (ДЧИСАУ) объектами с запаздыванием, приведенная на
рис. 1.

Динамический частотно-импульсный модулятор ДЧИМ структурно можно представить
в виде последовательного соединения динамического звена (фильтра Ф) и импульсного
устройства ИУ (рис. 1) и является основным блоком рассматриваемой системы
автоматического управления. В ней он одновременно выполняет функции управляющего
устройства, где формируется закон управления. Для этого ДЧИМ имеются широкие
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Б.Х. Айтчанов

Рисунок 1 – Структурная схема ДЧИСА объектами с запаздыванием

возможности, так как в его состав входит фильтр Ф, выбором структуры и параметров которого
можно влиять на динамические свойства автоматических систем управления.

В фильтре осуществляется некоторое динамическое преобразование непрерывного процесса
x(t) в сигнал y(t). Импульсное устройство ИУ генерирует единичный δ - импульс в тот момент
времени, когда выходной сигнал фильтра Ф достигает порогового значения и осуществляет
обнуление всех накопителей энергии, которые входят в состав фильтра (осуществляется
операция сброса), что показано на рис.1 пунктирной линией параметрической обратной связи.

Для исследования такой системы удобнее представить реальное импульсное устройство
ИУ в виде последовательного соединения ИУ, генерирующего δ - импульсы y•(t) , и
формозадающего фильтра ФЗФ (рис. 1).

Приведенная непрерывная часть (ПНЧ) состоит из последовательного соединения
управляемого объекта с запаздыванием и измерительного, исполнительного устройств. Объект
с запаздыванием подвержен воздействию внешнего белого шума µ(t) . В общем случае
ПНЧ характеризуется как нелинейная динамическая система со случайными параметрами и
представляется некоторым функциональным уравнением следующего вида [1, 20 стр],[5, 50
стр]:

z(t) = H[λ, τ0, z(τ), g(τ)/t0 ≤ τ ≤ t], (1)

где H – непрерывный нелинейный функционал; параметр λ характеризует случайность
параметров функционала H; g(t) – последовательность управляющих случайных импульсов
заданной формы; τ0 – время запаздывания управляемого объекта управления.

Уравнение движения динамического частотно-импульсного модулятора (ДЧИМ) состоит
из уравнения движения фильтра Ф и уравнений, определяющих моменты появления
и знак импульсов, и операции сброса. В общем случае фильтр Ф, характеризуется
как нелинейная динамическая система с постоянными параметрами и можно представить
некоторым функциональным уравнением

y(t) = Φ[y(τ), x(τ)/t0 ≤ τ ≤ t], (2)

где Ф – непрерывный нелинейный функционал с постоянными параметрами.
Решение уравнения (2) можно записать, в общем случае, в следующем виде:

y(t) = W [x(τ), ~y(t0)/t0 ≤ τ ≤ t], (3)

где W – оператор преобразования вход–выход, осуществляемого в фильтре Ф; ~y(t0) – вектор
начальных условий.

Когда выходной сигнал фильтра Ф y(t) достигает порогового значения ±∆ импульсного
устройства ИУ, генерируется единичный δ - импульс и осуществляется обнуление всех
начальных условий.

Как известно [2],[3, 70 стр], в объектах с запаздыванием влияние управляющего импульса
проявляется на выходе с временной задержкой, не меньшей времени его запаздывания.
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Исходя из этого, при управлении такими объектами в течение времени, равного времени τ0
запаздывания объекта, формировать следующий управляющий импульс нецелесообразно.

Пусть в некоторый момент t = tn на выходе ИУ появился n-й импульс. Тогда момент
t = tn+1 появления (n+1)-го импульса с учетом свойств объекта с запаздыванием определяется

y(tn+1 − 0) = W [x(τ)/tn + τm ≤ τ ≤ tn+1 − 0] = λn+1∆, (4)
Где

λn+1 = y(tn+1 − 0), (5)
τm – параметр динамического частотно-импульсного модулятора, учитывающий эффект

запаздывания управляемого объекта (τm ≥ τ0) [4],[6],[7].
Формозадающий фильтр ФЗФ, входящий в состав приведенной непрерывной части (ПНЧ),

преобразует последовательность δ - импульсов Дирака y•(t) в последовательность импульсов
g(t) заданной формы gф(t) . В частном случае, когда импульсы g(t) имеют прямоугольную
форму с амплитудой А и длительностью γ , передаточная функция формозадающего фильтра
ФЗФ вид

L{gф(t)} = WD7(p) = A
(1− e−γ· p)

p
(6)

Теперь рассмотрим уравнение системы в целом, приведенной на рис.1.
На входе системы действует стационарный случайный процесс f(t). Уравнения движения

ДЧИСАУ объектами с запаздыванием (рис.1) с учетом уравнений составляющих ее элементов
[4],[8] и условия замыкания примут вид

x(t) = f(t)−H [z(τ),

∫ τ

0
qD(τ−θ) y•(θ)dθ, τ0, λ/ t0 ≤ τ ≤ t ]; (7)

y(t) = $ [y(τ), x(τ) , τm |tn + 0 ≤ τ ≤ tn+1 − 0 ]; (8)

y(tn+1 − 0) = λn+1 ∆ ; (9)

y(tn+1 + 0) = 0 ; (10)

λn+1 = siqn y(tn+1 − 0); (11)

y•(t) =
∑
n

λn+1 δ(t− tn+1), (12)

где x(t) –сигнал ошибки системы; ∆ –порог импульсного устройства ИУ; y(t) – выходной
сигнал фильтра Ф модулятора; z(t) – сигнал на выходе разомкнутой системы; y•(t) – выходной
сигнал ДЧИМ.

Уравнения движения ДЧИСАУ объектами с запаздыванием (7)–(12) получены путем
описания структурной схемы (рис.1) и являются неоднородными с точки зрения используемых
в ней типов уравнений. В связи с этим необходимо вначале как-то их преобразовать, чтобы
привести к однородному виду.
Процедура построения эквивалентной нелинейной системы. Модулятор в этой

системе согласно (4) и (5) характеризуется стационарным оператором W [τ0, x(τ)/t0 ≤ τ ≤ t] и
порогом ∆ импульсного устройства ИУ. Фильтр Ф, используемый в модуляторе, общем случае
представляет нелинейную динамическую систему, и ее состояние в каждый момент времени
описывается вектором

→
y = {y′1(t), y

(2)
2 (t), ..., y

(l−1)
n (t)} .

В данной статье будут рассматриваться такие операторы фильтра, которые можно
представить рядом Вольтерра [1, 50 стр], [5, 100 стр]:

W [x(τ)/t0 ≤ τ ≤ t] = [wr
r
⊗x(t)], (13)
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где символом [wr
r
⊗x(t)], обозначена r - мерная свертка весовых функций фильтра

wr(t1, t2, · · ·tr) и процесса ошибки x(t− τi), i = l, · · ·, r, т.е.

[wr
r
⊗x(t)] =

∞
Σ
r=1

∫ t

t0

· · ·r · · ·
∫ t

t0

wr(τ1, τ2, · · ·τr)
r∏
i=1

x(t− τi)dτi, (14)

wr(t1, t2, · · ·tr) – непрерывные, ограниченные импульсные характеристики фильтра Ф,
обращающиеся в нуль при tj < 0, j=1,2,. . . ,k..

В частном случае они могут иметь вид

wr(τ1, τ2, · · ·τr)
r∏
j=1

wrj (τi), (15)

где wτj (τj) = L−1{Wrj (p)} – импульсные переходные характеристики линейных
динамических элементов фильтра.

Структура и специфические свойства модели динамической частотно-импульсной системы
управления объектами с запаздыванием определяется видом модели модулятора. Следуя
[9],[10],[11] и учитывая особенности уравнений динамического частотно-импульсного
модулятора системы с запаздыванием (4) и (5), его модель можно формировать в виде
замкнутой нелинейной системы [11], [12] (рис.2).

Она содержит нелинейный фильтр, который характеризуется некоторым оператором
A[τm, x(τ), y(τ)/t0 ≤ τ ≤], релейно-гистерезисный нелинейный элемент ϕ(u) [4], [5] (рис. 3) с
порогом ∆ и дифференцирующий элемент с передаточной функцией W(p) = p .

Задача заключается в определении вида нелинейного оператора А, при котором замкнутая
система, показанная на рис. 2, генерирует такую же последовательность импульсов, что и
ДЧИМ системы с запаздыванием и описываемый уравнениями (4) и (5).

Рисунок 2 – Структура эквивалентной системы

Рисунок 3 – Характеристика релейно-гистерезисного элемента

Процедура построения системы, эквивалентной по отношению к исходной системе с
∑

-
ЧИМ (рис. 1) подробно описана в [4],[11],[12] и ее структурная схема приведена на рис.4. В ней
найдены соответствующие звенья, осуществляющие преобразования сигналов в модуляторе.
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Рисунок 4 – Нелинейная эквивалентная
∑

-ЧИМ система

Нелинейная система, эквивалентная по отношению к исходному
∑

-ЧИМ получена в [10],[11]
и ее поведение описывается следующими уравнениями

y(t) = [q ⊗ x(t)]− {q ⊗ x(t)[qτm ⊗ s(t)]} − [q ⊗ y(t)s(t)], (16)

u(t) =
1

∆
y(t) + {1⊗ [y(t)s(t)

1

∆
]}, (17)

v(t) = ϕ(u(t)), (18)

s0(t) =
1

∆
y(t)[δ ⊗ v(t)], (19)

y•(t) = δ′ ⊗ u(t), (20)

где символом типа [q⊗x(t)] обозначена одномерная свертка импульсной характеристики
фильтра модулятора q(τ) и функции x(t− τ) , т.е. [q⊗x(t)] =

=
∫∞
0 ·q(τ)x(t − τ)dτ ; q(t) = L−1{G(p)} ,G(p) =

kф
p+αф

– передаточная функция фильтра Ф

ДЧИМ; qτm(t) = L−1[Gτm(p)] ,Gτm(p) = 1−e−τmp
p [4].

Как видно из уравнений (16)–(20), в эквивалентной системе функции модулятора выполняют
три блока: блок сброса БС (16), блок формирования импульсов БФИ (17)–(19) и
дифференцирующее звено (20) с передаточной функцией W (p) = p.

Процессы, протекающие в блоке сброса БС тождественны с процессами, протекающими
в фильтре Ф модулятора. Здесь осуществляется преобразования процесса ошибки x(t) в
непрерывный процесс y(t) на отрезке tn+0 ≤ t ≤ tn+1−0 . Выход y(t) претерпевают разрывы
первого рода в моменты t = tn + 0 , т.е. выполняется (8). В блоке формирования импульсов
БФИ осуществляется операция сравнения процесса y(t) с порогом ±∆ и, при выполнении
условий (9), формируется два импульса: первый- y•(t) = λn+1δ(t − tn+1) (10)-служит выходом
ДЧИМ; второй- s0(t) = δ(t − tn+1) (19) служит сигналом сброса и поступает обратно в БС.
Структура блока формирования импульсов БФИ инвариантна к конкретному виду модулятора
[4],[5, 90 стр]. В то же время структурная схема блока сброса БС зависит от свойств фильтра
Ф в модуляторе. В настоящее время в работах [7],[10],[12],[13] получены структурные схемы
блока сброса БС, соответствующие конкретным линейным фильтрам Ф модулятора.
Структурная модели ДЧИМ с фильтром в виде динамической системы l–го

порядка.
Процедура построения структурной модели

∑
-ЧИМ (16)- (20) можно обобщить на

динамические частотно-импульсные модуляторы общего вида. Заметим, что в структурной
модели

∑
-ЧИМ (рис.4) только блок сброса БС зависит от свойств фильтра в модуляторе.

Поэтому процедура построения структурной модели ДЧИМ будет отличаться от описанной
для

∑
-ЧИМ процедуры только структурной блока сброса БС.

Рассмотрим, каков будет блок сброса, если фильтр в модуляторе представляет собой
динамическую систему l–го порядка. Его состояние характеризуется вектором

y(t) = [y(t),y′(t), ..., y(`−1)(t)]m,

а выход фильтра определяется в виде
18
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y(t) = dmy(t)

где d = [d1, ... d1] – вектор коэффициентов.
В этом случае блок сброса БС должен, аналогично элементарному блоку сброса,

осуществлять преобразование непрерывного сигнала ошибки x(t) в кусочно–непрерывный
сигнал y(t). Интервалы непрерывности этого сигнала определяются расстоянием между
импульсами в сигнале y∗(t) , определяемым соотношением (12). Кроме того, в отличие от∑

-ЧИМ, вместо одной координаты должны обнуляться все компоненты вектора состояния
y(t), т.е.

y(k)(tn+1−0 ) 6= 0, y(k)(tn+1 + 0 ) = 0, k = 0, 1, 2, ...,`−1 (21)
Для построения структуры такого блока сброса рассмотрим, аналогично

∑
-ЧИМ,

уравнение (4) фильтра в промежутке времени t � tn :

y(t̃) = W [x(τ), y(tn)|tn ≤ τ ≤ t] (22)
где y(tn) – вектор состояния в момент tn. Ненулевые начальные условия y (tn) можно

представить эквивалентными возмущениями вида

νk(t) = y(k)(t)s0(t ), k = 0, 1, 2, ...,`−1 (23)
где

s0(t ) = δ(t− tn) (24)
Согласно (14) будем иметь

ỹ(tn+1 + 0 ) =
∞∑
k=1

Wk[x(τ) +

Mk∑
i=0

Wki[x(τ),υ(t)|tn ≤ τ ≤ tn+1]], (25)

где υ(t) = [υ0(t), ...,υ`−1(t)]
m .

Уравнение (25) является обобщением уравнения (4).
Для построения обратной связи, реализующей операцию сброса, сформируем

последовательность сигналов ξk (t) , k = 1, 2, 3, . . . , q. В этом случае, аналогично (4),
уравнение блока сброса примет вид

ỹ(tn+1 + 0 ) =
∞∑
k=1

Wk[x(τ) +

Mk∑
i=0

Wki[x(τ),υ(t)−ξk(τ)|tn ≤ τ ≤ t]] (26)

Из сравнения (25) и (26) вытекает, что сигнал ξk(t) должен определяться в следующем виде:

ξk(t) =

Mk∑
i=0

Wki[x(τ),υ(t)] (27)

Используя свойство δ –функции, можно в (26) сигнал υ(t) можно заменить на y(t)s0(t) ,
тогда

ξk(t) =

Mk∑
i=0

Wki[x(τ),y(t)s0(t)] (28)

Используя уравнения (26) и (28) и структурную схему БФИ [6], с учетом РГЭ (рис.3) можно
построить схему нелинейной системы эквивалентной динамическому частотно-импульсному
модулятору с фильтром в виде динамической системы l –го порядка. Эта схема показана на
рис. 5.

Двойными стрелками на ней обозначены векторные сигналы

ξ (t) =[ξ1 (t) , . . . ,ξq(t)]T,
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Рисунок 5 – Структурная схема нелинейной системы эквивалентной динамическому частотно-импульсному
модулятору с фильтром в виде динамической системы l –го порядка

υ (t) =[υ0 (t) , . . . , υl−1(t)]
T,

θ (t) =[θ1 (t) , . . . ,θq(t)] ,T,

y (t) =
[
y (t) , ẏ (t) , . . . ,y(l−1)(t)

]T
.

Сигнал y(t) образуется на выходе дифференцирующего блока
{

1, p, p2, . . . , pl−1
}
. В блоках

Wk , Wki реализуются операторы, входящие в уравнения (26), (28). Оставшуюся часть будем
называть, аналогично случаю

∑
−, блоком формирования импульсов (БФИ). Действительно,

в нем выходной сигнал y(t) блока сброса преобразуется в δ -импульсы y∗ (t) , знак и
период повторения которых определяются знаком и интервалом непрерывности сигнала y(t).
Импульсная последовательность s0 (t) содержит положительные δ -импульсы и осуществляет
в эти же моменты времени операции сброса.

Используя описанную выше процедуру, можно построить нелинейные эквивалентные
системы различных видов ДЧИМ. В полученной общей структурной схеме нелинейной
системы эквивалентной динамическому частотно-импульсному модулятору с фильтром в виде
динамической системы l –го порядка (рис.5) только блок сброса БС зависит от свойств фильтра
Ф в модуляторе. Поэтому достаточно сформировать блок сброса нелинейных эквивалентных
систем рассматриваемых видов ДЧИМ, различающихся свойствами фильтра Ф. Полученная в
работе нелинейная система эквивалентная динамическому частотно-импульсному модулятору
с фильтром в модуляторе l–го порядка позволяет получить математические модели
стохастических динамических частотно-импульсных систем автоматического управления
объектами с запаздыванием, и служат основой для разработки методов статистического
исследования данного класса систем автоматического управления.
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Модуляторының фильтрi l - реттi динамикалық жүйе түрiнде берiлген жиiлiктiк- импульстiк басқару
жүйесi

Аннотация: Бұл мақалада кешiгетiн объектердi автоматты басқару стохастикалық динамикалық жиiлiктiк-
импульстiк жүйесi қарастырылған. Жұмыста фильтрi l - реттi динамикалық жүйе түрiнде берiлген жиiлiктi-импульстiк
модуляторға эквиваленттiк бейсызықты жүйе құру процедурасы әрi қарай жалпыланған және дамыған. Фильтрi
l - реттi динамикалық жүйе түрiнде берiлген жиiлiктi-импульстiк модуляторға эквиваленттiк бейсызықты жүйесi
кешiгетiн объектердi автоматты басқару стохастикалық динамикалық жиiлiктiк-импульстiк жүйелерiнiң математикалық
моделдерiн жасауға мүмкiндiк бередi және осы кластағы автоматты басқару жүйелерiнiң талдау және синтездеу әдiстерiн
құру негiзi болып табылады.

Түйiн сөздер: динамикалық жиiлiктiк-импультiк модуляция, кешiгетiн объект, түсiру блогы, импульстердi пiшiндеру
блогы, келтiрiлген үздiксiз бөлiк, l-реттi динамикалық жүйе.

B.Kh. Aitchanov

Suleiman Demirel University, Almaty, Kazakhstan

The frequency-pulse control system with a filter in the modulator in the form of a l - th order dynamic system

Abstract: l -th order A stochastic dynamic frequency-pulse system for automatic control of objects with delay is considered.
The procedure for constructing a nonlinear system equivalent to a dynamic frequency-pulse modulator is generalized and devel-
oped if the filter in the modulator is a l -th order dynamic system. A nonlinear system equivalent to a dynamic frequency-pulse
modulator with a filter in a l -th order modulator makes it possible to obtain mathematical models of stochastic dynamic
frequency-impulse systems for automatic control of delayed objects and serve as a basis for developing methods for analysis and
synthesis of this class of automatic control systems.

Keywords: dynamic frequency-pulse modulation, delayed object, reset unit, pulse generation unit, reduced continuous part,

l-th order dynamic system.
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Таблица 1 – Название таблицы

Простые Не простые
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Рисунок 6 – Название рисунка
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